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1.  はじめに

　1997年にライフサイクルアセスメント（LCA）の原則
と枠組みが国際標準規格化1）されてから10年以上が経過し、
多くの企業がCSR報告書等にLCAを利用した環境側面の
評価を記載するなど、LCAは環境側面の評価手法として
産業界の実務に定着している。LCAを実施する際、製品
の素材、製造、使用、廃棄までの各段階に投入された資源、
消費エネルギー、そして各種環境負荷項目の排出量を定量
的に分析することが必要である2）。これをライフサイクル

インベントリ（LCI）分析と呼び、その分析手法の枠組み
も国際標準規格に取り入れられている3）。
　このLCI分析手法は、プロセス分析法と産業連関法の
2つに分けられることが多いが4-6）、計算手法の観点から
積み上げ法とマトリックス法に分類することも可能であ
る7）。積み上げ法はLCAケーススタディーの報告におい
て最もよく用いられている手法であり、各プロセスの生
産（産出）量、投入資源・エネルギー量、環境負荷の排
出量を上流側に遡って一つ一つ積算していく手法である。
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さらに、多くのLCAソフトウェアにおいても採用されて
いる分析手法でもある。システム中の財の流れが上流プロ
セスから下流プロセスへと一方向であるときには、逐次的
に積算していく積み上げ法で問題なく推計できる。しかし、
現実のシステムには上流から下流への一方向のフローの他
にも、下流プロセスで生産された財の一部が上流プロセス
へ還流するようなフローが存在する。リサイクル等の再帰
的なループを複数持つシステムの場合、LCI分析に積み上
げ法を適用することは容易ではない。この場合は、システ
ムにおけるマテリアルバランス式を解くことによりシステ
ム全体の環境負荷を整合的に求めることができるマトリッ
クス法が有効に機能する6, 8, 9）。
　また、近年、産業連関法に積み上げデータを組み合わせ
たハイブリッド法10）の研究も進められているが、計算手
法として積み上げ法ではなくマトリックス法を用いること
で、より合理的なハイブリッド手法とすることが可能とな
る6, 11, 12）。
　このように、マトリックス法はLCI分析において有効な
方法であるが、必ずしも広く普及しているわけではなく、
マトリックス法を用いたケーススタディーの報告例も少な
い。マトリックス法の利用が一部の研究者に留まっている
原因については次章で触れるが、その理由としては、マト
リックス法を実際のシステムに適用し係数行列を構築する
一連の作業が、一般化されているとは言えないことが挙げ
られる。

2.  既往研究のレビューと問題点

　LCI分析におけるマトリックス法では、システムを構成
する各プロセスの入出力が線形であると仮定している。そ
れは、各プロセスにおいて投入/産出される財フロー（原
材料などのマテリアル、エネルギー、生産物、副生産物な
ど）と、環境フロー（環境負荷物質、自然資源など）が、
各プロセスの活動量に比例するということである。この仮
定の基に、システム全体の財のバランスを満足する各プロ
セス活動量を、以下の式を解くことで求めることができ
る4, 5）。
	 Aq = α	 （2.1）
　ここで、係数行列Aの要素を各プロセスの活動量ベクト
ルの要素変数の係数とし、活動量ベクトルを各プロセス活
動量の要素として、q = (q1, q2,…,qv)Tで表す。ただし、T

は転置行列を示す。システムの境界（3.1に後述）におけ
る入出力の状態を境界ベクトルα = (0,…0, f )Tで与えると、
活動量ベクトルqは次式で求められる。
	 q = A-1α	 （2.2）
　また、環境フローを表す行列をBとすれば、最終環境負
荷ベクトル は、

	  = Bq = BA-1α	 （2.3）
となる。式（2.2）が陽な解を持つための条件は、境界ベク
トル が非ゼロであり、係数行列Aが正則行列であること
である。しかし、これまでのマトリックス法では、正則な
係数行列Aを構築できることは必ずしも保障されていない。
　特にHeijungsのマトリックス法によるLCI分析手法5）

では、多機能プロセスが存在した場合、機械的に構築した
係数行列は必ずしも正方になるとは限らない。それ故に、
係数行列の正方化のために、全ての多機能プロセスにおけ
る配分作業と自動カットオフの基準の設定が必要にな
る4, 5, 8）。この作業によって、機械的に求めた係数行列の
列を分割したり行を除去したりして正方化する。しかし、
実際の製造フローでは、扱うプロセスや財が多くなるため
に正法化の処理が非常に複雑となり、誰でも簡単に係数行
列を求めることは困難である。また、セレクション（フロー
の分岐点）による再帰的ループがある場合など、財フロー
の数とプロセスの数が一致しない時には解を導くことがで
きない。この問題に対して原田は係数行列の拡張方法を提
案している13, 14）。この拡張方法では、分岐率もしくは合
流率が与えられているセレクションについてはセレクショ
ン列として列を拡張し、分岐や合流の条件を列ベクトルと
して表現する。つまり、セレクションによる再帰的ループ
によって崩れた行列数のバランスを、列ベクトルの追加に
よって調整する。しかし、この手法ではシステム内のプロ
セス同士のつながりについては述べられていないため、プ
ロセスがどのように接続した場合に、正則な係数行列を構
築することができるかという、システムに求められる条件
については未だ明らかになっていない。
　また、盧らは、プロセスの振る舞いを代表する単一の機
能フローのみを係数行列に組み込むことで、プロセスの機
能フロー以外のリサイクル財や廃棄物等のフローを、係数
行列とは別の「過剰フロー行列」として構築する手法を提
案している15）。この手法では1つのプロセスに1つの機能
フローを対応させることによって係数行列の正則性を得て
いる。さらに、多機能プロセスに対しての加算や配分につ
いては、最終的な積算値を過剰フロー行列から計算し、そ
の値が非ゼロで無視できない場合にのみ行うことで効率的
な計算を提案している。しかし、再帰的ループが連結する
ような複雑なシステムを表現する場合に、係数行列と過剰
フロー行列の2つの行列を構築し、さらに配分作業も必要
に応じて行うことは、誰でも作業できる平易な手法である
とはいいにくい。
　以上のように、これまでに発表されているマトリックス
法によるLCI分析手法論4-6, 9, 13-15）では、LCA実施者に拠
ることがなく一意で正則な係数行列を求めるための手法に
ついて、いまだ一般的な手法の合意をみていない。そこで
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本研究では、マトリックス法によるLCIの一般的手順を構
築することを目的とし、新たに定義する構成要素を用いた
システムの表現方法と、そこから得られる係数行列の正則
性についての議論をグラフ理論16, 17）を用いて進めていく。
グラフ理論は自然科学のみならず、工学あるいは社会科学
上の要素間の関係性を「点とそれをむすぶ線」の概念によっ
て抽象化し、「要素間のつながり方」に着目して解析、評
価するためのツールであり、多くの分野で議論されてい
る18-25）。さらに、その関係性は行列によって表現できる
ために、コンピューターによる取り扱いも容易になる。

3.  手法

3.1  システムの一般的表現

　マトリックス法において係数行列の作成手順を一般化す
るには、システムの一般的な表現方法が必要である。本研
究では、これまで発表されてきたマトリックス法13-15）と
同様に、システムをプロセスとセレクションによって表現
する。ただし、図1と図2に示されるように、使用するプ
ロセスとセレクションの入出力を新たに定義する。
　まず、図1（a）に示す通常プロセスと図2に示すセレク
ションによるシステムの一般的表現方法を、通常プロセス、
セレクション、財フローの定義と併せて以下に述べる。
　システムで用いる通常プロセスは、プロセスvの活動量
1に対して財 iをPav投入し、財 jを1出力する1対1の入出
力を持つユニットと定義する。この単位プロセス活動量あ
たりの財の投入量Pavをプロセス機能フローの係数とする。
また、プロセスから出力される財フローは必ず他のプロセ
スもしくは、セレクションに接続するものとする。
　セレクションに関しては、図2（a）に示す入出力が1対2
の分岐セレクションと、図2（b）に示す入出力が2対1の
合流セレクションの2種類を定義する。このセレクション
では財を単純に配分することとし、その配分による財の損
失や、環境負荷の発生はないものとして扱う。
　システムで用いる財フローを、プロセス－プロセス

（P-P）間の財フローと、プロセス－セレクション（P-S）
間の財フローの2種類のみとする。従って、図3に示すよ
うなセレクション－セレクション（S-S）間の財フローに
ついては、図3（a）の辺Eに対応するS-S間の財フローを
変化させないように、その中間に損失、負荷がゼロである
ような「ダミープロセス」を挿入する。つまり、1つの
S-S間の財フローを、1つのダミープロセスと2つのP-S間
の財フローに置き換える。なお、現実にはプロセス内リサ
イクルのようなプロセス内部で閉じるタイプのループがあ
るが、ダミープロセスを挟むことで表現できる。本研究で
は、ダミープロセスとして図1（a）の通常プロセスの機能
フローの係数Pavを1としたプロセスを使用する。

　これまで述べた手法により、システムをプロセス、セレ
クション、財フローによって一般的に表現することができ
る。しかし、例えば製品システムにおける原材料や新規製
品など、いわゆる外部から投入される財や、外部に出力さ
れる財については、まだ一般的に表現できない。この外部
との財のやりとりに対応した一般的表現について、「境界
プロセス」という概念を用いて以下に述べる。
　LCI分析を行う際には、評価する部分を明確にするため
にシステム境界を設定する。このシステム境界は大きなシ
ステムのある一部分に対して設定されるため、その境界を
横切るプロセス間の財フローが必ず存在する。システム境
界を設定することによりプロセス間の財フローは切断され、
財をシステムに供給するだけのプロセスや、財が投入され
るだけのプロセスがシステム境界の内側にできることにな
る。つまり、この2種類のプロセスは、システムの境界で
外部と財のやり取りを行うプロセスであり、財の入出力に
ついての条件（境界条件）が設定される「境界プロセス」
と呼ぶ。
　2種類の境界プロセスのうち、財を供給するだけのプロ
セスは、投入がゼロであるような通常のプロセスとみなせ、
これを「インプット・プロセス」と定義し、図1（b）に示す。
これは、システム内に原材料を供給する境界プロセスであり、
プロセス活動量1に対して1単位の財をシステムに供給する。
他方、財が投入されるだけのプロセスは、生産がゼロであ
るような通常のプロセスとみなせ、これを「アウトプット・
プロセス」と定義し、図1（c）に示す。これは、最終製品
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1Pav

図1　使用するプロセスの種類
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図3　セレクションが連結する場合の表記
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や副生産物などがシステムから系外に出る境界プロセスで
あり、プロセス活動量1に対して1単位の財が投入される。
　このように、境界プロセスに投入する原材料や、境界プ
ロセスが生産する最終製品はゼロとして扱う。しかし、実
際にはシステム境界を横切って外部と財のやりとりを行っ
ている。例えば、一般的な製品システムには原材料のイン
プットと製品（機能）のアウトプットがあるため、1つの
システムには「インプット・プロセス」と、「アウトプット・
プロセス」が少なくとも1つずつある。このシステムの境
界に位置するプロセスの活動量は、境界条件として最初に
明示的に設定する場合と、境界条件として設定しなくても
システム内部の財バランスと他の境界条件によって自ずと
決定する場合がある。例えばシステム内のすべてのプロセ
ス間のバランスが決定している場合、システムの境界条件
を1つ定めることによって、すべてのプロセスの活動量が
決定する。
　各プロセスにおいて発生する環境負荷や、消費される資
源・エネルギーは環境フローとして行列の形でまとめられる。
それらは各プロセスの活動量に比例するため、式（2.3）の
ようにプロセス活動量ベクトルと乗算することでシステム
全体の環境負荷やエネルギー消費量を求めることができる。

3.2  グラフ理論による表現

　ここではシステムの一例として、製造、消費、廃棄、輸送、
リサイクルの5つのプロセスで構成された単純なシステムを
示す。このシステムのフロー図を3.1で定義した構成要素に
よって表現し、図4に示す。このフロー図を幾何学的図形と
捉え、プロセス（P1 ～ P5）とセレクション（S1、S2）を点

（図中では四角と丸で表記）で、財フローの流れを辺で表現
したものが図5である。このように、財フローを点と辺で表
し、点同士の関係性を辺によって表すことで、図4で示され
るシステムは、図5のようなグラフとして解釈できる。
　一般的にグラフGは、2つの集合V(G)、E(G)と1つの接
続関数 Gの組（V(G) , E(G) , G）で表される。頂点集合
V(G) = {v1,v2,…,vυ}は非空な有限集合であり、その元をG

の頂点（ノード）と呼ぶ。辺集合E(G) = {e1,e2,…,eε}は
V(G)と素な集合で、その元をGの辺（エッジ）と呼ぶ。ま
た、頂点の数、辺の数をv(G)、 (G)とする。 Gは、各辺
に頂点の非順序対を対応させる接続関数である。グラフG

の辺eがe∈E(G)であり、 G (e) = v1v2 であるとき、v1とv2

を辺eの端点であるという。また、頂点vに接続する辺の
数を、vの次数と呼び、dG(v)と表す。
　隣接している頂点同士を辿る{v1, e1, v2, e2, ..., en-1, vn}の
頂点と辺の系列を歩道（ウォーク）といい、辺と頂点の重
複も許さない場合に道（パス）という。特に、始点と終点
が同じ（v1 = vn）道を閉路（サイクル）という。

　図1と図2の構成要素と、図3の表記の規則を用いてシ
ステムのフロー図をグラフで表現すると、グラフGのすべ
ての頂点は少なくとも1つの辺に接続し、隣接する頂点の
間に多重辺がないことがわかる。さらに、すべての辺の両
端は異なる頂点であり、プロセスから出力したフローが元
のプロセスに直接戻ってくるようなループは形成されない。
以上のことから、グラフGは連結単純グラフである16, 17）。
また、グラフGには無限面と呼ばれる非有界な面がある。
その非有界面を、頂点と辺によって新しい連結領域に分割
した場合に、その連結領域の閉包をGの面と呼ぶ。その非
有界な面を含んだグラフの面集合をF(G)とし、面の数を
f(G)とする。

3.3  多機能プロセスの拡張表現とアロケーション問題

　本研究では、使用するプロセスを図1（a）に示した1対1
の入出力プロセスに限定することで、後述する単純なフ
ローバランスの規則を用いた係数行列の作成を可能として
いる。しかし、現実のプロセスは、必ずしも1対1の入出
力プロセスだけではなく、図6に示すような、N個の財 In

（n=1…N）を投入し、M個の財Om（m=1…M）を生産する、
N対Mの多機能プロセスが一般的である。従って、現実
によく見られる多機能プロセスを、本研究の枠組みに適用
させる手法が必要になる。
　本研究で使用する1対1の入出力プロセス等によって、
多機能プロセスを表現するために、図7に示すように多機
能プロセスの内部に仮想的な1対1の入出力プロセスがあ
ると仮定する。多機能プロセスの内部では、投入した複数
の財が1つのフローとして仮想プロセスに入力され、出力

P1 P2

P3P4

P5S1 S2

図4　閉路を持つシステム

V(G)={p1,p2,p3,p4,p5,s1,s2}, (G)=7 

E(G)={e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7}, (G)=7 

G(e1) = p1s1, G(e2) = s1p2, G(e3) = p2s2, G(e4) = s2p3,

G(e5) = s2p5, G(e6) = p3p4, G(e7) = p4s1

F(G)={f0, f1}, f(G)=2 

f1 f0

s1 s2p1 p2 p5
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図5　システムのフローから得られるグラフG
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された1つの財フローが複数の財に配分されてプロセスの
外部に生産されるものとする。この場合のプロセス係数
Pavは、財の投入量の単位を除いた値の合計値∑

=

N

n
nI

1
を、財の

生産量や生産額の単位を除いた値の合計値で除した無次元
の値である。単位のとり方によって無次元の係数値は変化
するが、すべての財フローは線形であるので最終的な計算
結果は変わらない。
　次に、前述の「仮想プロセスが内部にあると仮定した多
機能プロセス」を、ダミープロセスとセレクションを用い
てグラフで表現する。例として、図8（a）に4入力3出力
の多機能プロセスを示す。図8（b）は、多機能プロセス内
部に仮想的な1対1の入出力プロセスがあると仮定したも
のであり、点線で囲った部分が多機能プロセスの境界であ
る。さらに、内部の仮想プロセスの投入側と生産側のそれ
ぞれに、投入する4つの財が仮想的に1つに集約される点と、
生産する1つの財が仮想的に3つに分配される点がある。
これらの点を3.1の一般的手法によりダミープロセスとセ
レクションで表すと、図8（b）のグラフは図8（c）のよう
な任意の二分木脚注1）グラフで示される。図8（c）の投入
側では財I1とI2、I3とI4がそれぞれセレクションによって
最初に集約されているが、これをI1とI3、I2とI4の組み合
わせに置き換えても同等の結果を得ることができる。つま
り、仮想プロセス係数は、仮想プロセス内部における集約
もしくは分配の順番には依存しない。このことは生産側の
財O1 ～ O3についても同様である。

　以上のように多機能プロセスは、仮想的な1対1の入出
力プロセス、ダミープロセス、セレクションによって表現
することができる。二分木は平面グラフ（3.4に後述）で
あることから、図8（c）は常に平面グラフになる。また、
多機能プロセスをグラフで表現する場合、多機能プロセス
の投入財と生産財のフローは線形であるので、含まれる全
てのセレクションの分岐率や合流率は自ずと決定する。
　LCI分析において多機能プロセスを扱う場合、アロケー
ション問題26-30）について考慮しなければならない。これは、
石油の分留など複数の財が生産される場合に、それぞれの
生産物の環境負荷をダブルカウントしないために、プロセ
ス全体の環境負荷をそれぞれの生産物に対して適切に配分
する、強い任意性を持った手続きである14）。
　もし、生産されるすべての財のライフサイクルをシステ
ム境界に含める場合には、この多機能プロセスの環境負荷
物質の排出原単位は、排出する負荷物質量をプロセスから
生産される財の合算値で除した値となる。しかし、実際に
は検討の対象に入れない生産財がそのまま使われずにシ
ステム境界に残存することが多い。この使われない生産財
の環境負荷を除外する場合にはアロケーションが必要で
ある。
　図7に示した多機能プロセスにおけるアロケーション手
法は、

（財Omの環境負荷原単位）

　
（財Omの配分率）
（財Omの生産量）

＝（プロセスの環境負荷）× �（3.3.1） 

と一般化される。この配分率は、LCAの目的に応じて適
切に設定されるべきものであるが、生産量や生産額で比例
配分する方法がよく用いられている14）。
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図6　N対Mの多機能プロセス
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図7　仮想プロセスを用いた多機能プロセスの拡張表現
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図8　多機能プロセスのグラフ表現の例

脚�注1）　1つの辺が2本の辺に分かれていく木を二分木という。二分木の
各頂点の次数は3を超えない。
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3.4  グラフの平面性の判定

　一般的に、すべてのグラフは3次元ユークリッド空間R3

に埋め込み可能である。しかし、そのグラフと同形なグラ
フを2次元ユークリッド平面R2上に交差なしで埋め込むこ
とができるグラフは限られる。そのようなグラフは、平面
上に元のグラフと対応する点があり、対応する辺が接続す
る点以外で交差することがないジョルダン曲線として描け
るグラフである。それを平面グラフといい、平面グラフと
同形であるグラフを平面的グラフという16, 17）。
　本研究では図5のようにシステムのフローをグラフに抽
象化し、オイラーの多面体定理31-34）等のグラフの性質を
適用して議論を進めていく。このオイラーの多面体定理は
凸多面体について成立するが、凸多面体の頂点と辺を外球
面に投影してできるグラフは平面的であることから、平面
的グラフについても成立する。従って、本研究で扱うグラ
フが常に平面的であるかという、平面性問題について考察
する必要がある。
　グラフが平面的であるためには、ある制約が存在する。
常にグラフが平面的である必要十分条件は、図9に示す完
全グラフ脚注2）K5又は、完全二部グラフK3,3に縮約可能脚注3）

で位相同形な部分グラフ脚注4）を含まないことであり、
Kuratowskiの定理35, 36）として知られている。このグラ
フの平面性を確認するために、平面性判定アルゴリズ
ム37, 38）を適用する。このアルゴリズムは、計算時間がグ
ラフの頂点と辺の数に対して比例し、有限時間で判定が終
了する。
　ところで、3.1で定義した構成要素によって、グラフK5

やグラフK3,3に縮約可能で位相同形なグラフは作成可能で
ある。従って、3.2で示した方法に従ってフロー図から得
られるグラフが、常に平面的グラフである保証はない。ま
た、具体的に平面性が失われるシステムの一例を図10に
示す。この図の上部は、電気、ガス、水道の3種類のイン
フラ、下部は、それを利用する3つの工場を示している。
それぞれ3つの工場が、電気、ガス、水道の独立したライ
ンを設置する場合、その財フローは図10に示すように複
雑に交差する。このシステムを幾何学図形で表すと、図9
に示す完全二部グラフK3,3と位相同形になり、平面的グラ
フでは表現することができない。

3.5  係数行列の一般的構築法について

3.5.1  係数行列の特徴

　式（2.2）の係数行列Aの各行は、1つのフローバランス
におけるプロセスの活動量ベクトルqの要素変数の係数を
示している。その係数はシステムのフローバランスを表す
全ての条件式から求められる。つまり係数行列はシステム
全体のフローバランスを表している。
　活動量ベクトルqが解を持つためには、システムの係数
行列Aが逆行列を持つ必要がある。すなわち、係数行列は
正則行列でなければならない。そのための必要十分条件は
以下の通りである。

（1）	�係数行列は、行列数が一致している正方行列である。
つまり、係数行列によって作られるシステムの特徴を
示す全ての条件式の数が、プロセスの活動量ベクトル
qの要素数と等しい。

（2）	�そのフローバランス式は、他のバランス式の一次結合
では表されない一次独立である。

（3）	�すべての列・行ベクトルは非零ベクトルである。
　以下では、正方係数行列を構築するための一般的な手法
を明らかし、その係数行列の正則性を証明する。

3.5.2  係数行列の構築

　係数行列はシステム中の財フローの条件式から求められ
る。従って、システム構築時に得られる、プロセス間の財
フローのバランス式、セレクションにおける財フローの分
岐条件式、システムの境界条件式を整理し、係数行列を構
築する。
　まず、以下のように定義する。3.2によって得られるグ
ラフGの頂点集合V(G)のうち、プロセスを示す頂点集合

K5 K3,3

図9　完全グラフK5および完全二部グラフK3,3

図10　平面性を失わせるシステムの例

脚�注2）　任意の2頂点間に辺があるグラフ
脚�注3）　縮約: グラフからある辺を取り除き、その辺の両端点を同一視

して一点にすること17）。
脚�注4）　部分グラフ: G1の頂点集合と辺集合が共にG'2の頂点集合と辺集

合の部分集合になっているとき、G1はG'2の部分グラフである17）。
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をP(G)、属する元の数をp(G)とする。同様に、セレクショ
ンを示す頂点集合をS(G)、属する元の数をs(G)とする。ま
た、グラフGの辺集合E(G)は、一端がS(G)の元の頂点に
接続する辺集合をEPS(G)（P-S間の財フローに対応）と、両
端がP(G)の元の頂点に接続する辺集合EPP(G)（P-P間の財
フローに対応）の和である。
　次に、上述の定義に基づき、3.1と3.2で一般的に表現し
たシステムにおける財フローのバランスを考える。システ
ム内には、次の2種類のプロセス間の財フローのバランス
が含まれる。

（1）	�1つのセレクションに接続する3つのプロセス間の、
財フローバランス

（2）	�2つのプロセス間の、財フローバランス
　（1）について、1つのセレクションには3つのプロセスが、
EPS(G)の元である辺によって接続し、それぞれの辺はP-S
間の財フローに相当する。そして、これら3つのフローは、
3つのプロセスから見てセレクションへの入力もしくは出
力のいずれかとなっている。例えば、プロセスPAの出力が、
分岐セレクションSによってプロセスPB,PCに分岐して入
力する場合、3つのP-S間の財フローバランスは、式（3.5.1）
のように単純化して表すことができる。

　 � （3.5.1）

　3.1の定義よりセレクションでは財の損失がないので、
次式（3.5.2）が成り立つ。
　S（input） = S（output 1）+ S（output 2）� （3.5.2）
式（3.5.1）と（3.5.2）から、式（3.5.3）を得る。
　PA（output） = PB（input）+PC（input）� （3.5.3）
　式（3.5.3）は、1つのセレクションの入出力に接続する
3つのプロセス間の財フローバランスであり、セレクショ
ンの分岐率や合流率に関係なく得られる。
　この条件式はセレクションごとに作ることができる。セ
レクションの数はs(G)個あるため、式（3.5.3）の3つのプ
ロセス間の財フローバランスの条件式の集合をMs(G)と定
義すれば、Ms(G)に属する元の数もs(G)である。
　（2）について、2つのプロセスがEPP(G)の元の辺によっ
て接続し、この辺はP-P間の財フローに相当する。例えば、
プロセスPAから産出した財が、プロセスPBに投入する場合、
単純化したP-P間の財フローバランスは、
　PA（output） = PB（input）� （3.5.4）
で表すことができる。
　辺集合EPP(G)は、辺集合E(G)のうち、EPS(G)を除いた
ものである。さらに、上記から、EPS(G)の元の数はs(G)の
3倍であるので、式（3.5.4）の2つのプロセス間の財フロー

バランス条件式の集合をMe(G)と定義すれば、Me(G)に属
する元の数は、 (G) − 3s(G)となる。
　ここで、プロセス間の財フローバランス条件集合Ms(G)
とMe(G)の和集合をM(G)とし、属する元の数をm(G)と定
義すれば、これらの間には次式（3.5.5）が成り立つ。

　
( ) )(2)()(3)()()(

),()()(,)()(
),()(),()(

GsGGsGGsGm
GMGMeGMsGMeGMs

GMGMeGMGMs

−=−+=
=∅=

⊂⊂

εε
UI � （3.5.5）

　一方、P(G)とS(G)は、それぞれグラフGの頂点集合V(G)
の真部分集合であり、P(G)とS(G)の元は互いに素である。
従って、次式（3.5.6）が成り立つので、

　 )()()(,)()(
),()(),()(

GVGSGPGSGP
GVGSGVGP

=∅=
⊂⊂

UI
� （3.5.6）

次式（3.5.7）が成り立つ
　υ(G) = p(G) + s(G)� （3.5.7）
　オイラーの多面体定理からυ(G) − (G) + f (G) = 2が得ら
れ、式（3.5.7）を代入することにより、次式（3.5.8）が成
り立つ。
　p(G) + s(G) − (G) + f (G) = 2� （3.5.8）
　また、システム中に、2つのセレクションによって作ら
れるループがある場合、フロー図から得られるグラフには
閉路が作られる。この1つの閉路によって無限面から分割
される面が1つ増加するため、閉路の数がrの時に無限面
を含めたグラフGの面数 f (G)は、(r + 1)と等しくなる。こ
こで、式（3.5.8）の f (G)を置き換え、次式（3.5.9）を得る。
　p(G) + s(G) − (G) + r = 1� （3.5.9）
　式（3.5.9）によってプロセス数、セレクション数、辺の
数の関係が示されたが、これにフローバランス条件式の数
と辺の数の関係式（3.5.5）を代入すると、
　m(G) + s(G) − r + 1 = p(G)� （3.5.10）
を得る。
　プロセス間の財フローバランス条件式の集合M(G)を導
入した場合に、フローバランスの条件式の数、セレクショ
ン数、閉路の数と、プロセス数について新たな関係式

（3.5.10）が求められる。
　係数行列を構築するためには、プロセス間の財フロー
バランス条件式以外に、セレクションの分岐条件を表す
式とシステムの境界条件式が必要である。すでにプロセ
ス間の財フローバランス条件式はM(G)で求められたので、
残りのセレクションの分岐条件を表す式とシステムの境
界条件を表す式、合わせて（s(G) − r + 1）本加えることで、
システム全体のバランス式の数とプロセス数が式（3.5.10）
から等しくなり、係数行列Aは正方行列となることがわか
る。
　3.1で述べた「システムに設定される境界条件」が1つの
場合、（s(G) − r）がセレクションの分岐条件を表す式の数
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に相当する。セレクションの数から閉路の数を差し引くこ
とは、すなわち、1つの閉路に対応する2つのセレクショ
ンのうち、どちらか一方の条件式を追加することが必要で
あるということを示している。
　以上のことから、係数行列Aを（m(G) + s(G) − r + 1行
×p(G)列）とすると、行列Aは、プロセス間の財フローバ
ランス条件集合を示す行列AM（m(G)行×p(G)列）、セレク
ションの分岐条件を示す行列AR（s(G) − r行×p(G)列）、境
界条件を示す行列AF（1行×p(G)列）の3つの部分行列が結
合した行列とみなせ、次式（3.5.11）で表される。
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　ここで、プロセス間の財フローバランス条件集合M(G)
の要素をMi(G); i = 1, …, m(G)とすれば、行列AMの ij要素
amijは、次式（3.5.12）で表される。
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a �（3.5.12）

　閉路 iの分岐セレクションにおいて、プロセスPuからプ
ロセスPvへ、Ra(0 < Ra < 1)の比率で分岐するときは、部
分行列ARの ij要素arijは次式（3.5.13）で示される。ただし、
プロセスPvの機能フローの係数をPavとする。
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　また、閉路 iの合流セレクションにおいて、プロセスPv

の投入量のうち、プロセスPuからの産出量がRb(0 < Rb < 1)
の比率を占めている場合に、部分行列ARの ij要素arijは次
式（3.5.14）で示される。
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　プロセスPuの活動量を境界条件 iとする場合に、部分行
列AFの ij要素afijは次式（3.5.15）で示される。
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3.5.3  正則行列の証明

　システムを3.1と3.2の方法でグラフに抽象化すると、連
結単純グラフが得られる。このことから、P-P間とP-S間
の辺の数は必ず1つである。従って、フローバランスの条
件集合の元に属するプロセスは、それぞれの集合ごとにす
べて異なることから、部分行列AMの行ベクトルはすべて
一次独立である。
　各セレクションに接続する辺の組み合わせはすべて異な
るため、セレクションの分岐条件式も異なる。従って、
ARの行ベクトルはすべて非零ベクトルであり、一次独立
である。
　また、各プロセスの1単位活動量あたりのプロセス係数
は非零であり、すべてのプロセスは集合M(G)のいずれか
に含まれていることから、部分行列AMの列ベクトルは非
零ベクトルである。従って、係数行列Aの列ベクトルも非
零ベクトルである。
　したがって、3.5.1の正則行列の必要十分条件を満足して
いるので、係数行列Aは正則行列である。

4.  ケーススタディー

　本研究で提案した係数行列の作成手法を適用するケー
ススタディーとして、アルミ缶の製造、使用、リサイク
ルを含んだ一連のフロー 39）を取り上げ、そのシステムを
図11に示す。さらに、このシステムを3.1で述べたシステ
ムの一般的表現によってグラフに書き直したものを図12
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図11　アルミ缶のライフサイクルシステム
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に示す。この一般的表現では、9個のプロセスP1 ～ P9の
他に、図3に示す11個のダミープロセスPD1 ～ PD11を付加
するためプロセス数は合計20個に増加する。各プロセス
の肩の数字はプロセス活動量1単位あたりの投入／産出係
数を示す。
　まずプロセス間の財フローバランス条件集合M(G)を示
す部分行列AMを作成する。AMは、図12の各セレクショ
ンに接続する「3つのプロセス間のフローバランス条件」と、

「2つのプロセス間の辺のフローバランス条件」を表して
いる。
　例えばS4では、プロセスP2から産出された財1が、ダミー
プロセスPD3とプロセスP3に分岐投入している。ダミープ
ロセスPD3に投入される財はプロセス活動量qD3に機能フ
ロー係数PaD3を乗じた値であり、同様にプロセスP3に投
入する財は、プロセス活動量q3に機能フロー係数Pa3を乗
じた値であり、次のバランス式が成り立つ。

　q2 × 1 − qD3 × PaD3 − q3 × Pa3 = 0� （4.1）
（ダミープロセスPD3の機能フローの係数PaD3 = 1、プロセ
スP3の機能フローの係数Pa3 = 0.97）
　式（4.1）と同様に、セレクションS1 ～ S12、プロセス
P6-P7間のフロー E67の計13個の条件式をまとめた部分行
列AMを式（3.5.12）により生成し、式（4.2）に示す。この
部分行列の列は各プロセス活動量1単位あたりの投入／産
出係数を示している。
　次にセレクションの分岐条件を示す部分行列ARを作成
する。セレクションS4、S5、S9、S10、S11、S12に分岐条件
が設定されている。このセレクションのうち、S4、S5、S9、
S10、S12では、財フローが分岐セレクションによって、設
定した比率（リサイクル率など）で下流プロセスに分岐す
る。またS11では、2つの財フローが合流セレクションによっ
て、設定した比率（図11では缶構成比としている。）で合
流する。

図12　アルミ缶のライフサイクルシステムのグラフ表現
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　分岐セレクションS4では、プロセスP2から産出された
財の30%がダミープロセスPD3に投入されている。ダミー
プロセスPD3に投入する財はプロセスPD3の活動量qD3に機
能フロー係数PaD3を乗じた値であり、プロセス活動量q2

との間に次のバランス式が成り立つ。

　 ( ) ( )0.1P,0P3.01:S 3D3D3D24 ==×−×× aaqq � （4.3）

　また、合流セレクションS11では、ダミープロセスPD5

から産出された財が、プロセスP6に投入する財のうち20%
を占めている。プロセスP6に投入する財はプロセスP6の
活動量q6に機能フロー係数Pa6を乗じた値であり、プロセ
ス活動量qD5との間に次のバランス式が成り立つ。

　 ( ) ( )1.1P,0P2.01:S 6665D11 ==×−× aaqq � （4.4）

　式（4.3）、（4.4）と同様に、分岐、合流セレクションの
分岐条件を以下のように整理した。セレクションS4、S5、
S9、S10、S12では、次式（4.5）が、セレクションS11では、
次式（4.6）がそれぞれ成り立つ。

　

( ) ( )0.1P,0P3.01:S 3D3D3D24 ==×−×× aaqq

( ) ( )0.1P,0P2.01:S 4D4D4D35 ==×−×× aaqq

( ) ( )0.1P,0P3.01:S 10D10D10D49 ==×−×× aaqq

( ) ( )0.1P,0P3.01:S 9D9D9D510 ==×−×× aaqq

( ) ( )2.1P,0P8.01:S 999712 ==×−×× aaqq

� （4.5）

　（3.1でダミープロセスの機能フロー係数PaDnを1.0と定
義）

　 ( ) ( )1.1P,0P2.01:S 6665D11 ==×−× aaqq � （4.6）

　このように、セレクションの分岐条件は、セレクショ
ンの分岐/合流率に依存する2つのプロセス活動量の関係
を示す式を1つ設定するだけでよい。なぜなら、セレクショ
ンに接続する3つのプロセスの活動ベクトルの相互関係は、
行列AMで既に示されている「3プロセス間のフローバラ
ンス条件」と、式（4.3）や式（4.4）で示される「分岐/
合流率に基づく2プロセス間のフローバランス条件」、こ
れら独立した2つの条件式によって過不足なく決定できる

からである。例えば、分岐セレクションS4に接続する3
つのプロセスP2、PD3、P3の活動量q2、qD2、q3の相互関
係は、式（4.1）と式（4.3）の2つの条件式で示すことが
出来る。
　式（4.5）と式（4.6）を一般式で表したものが、式（3.5.13）
と（3.5.14）であり、セレクションの分岐条件を示す部分
行列ARが式（4.7）のように生成される。
　最後にシステムの境界条件を式（3.5.15）に従って設定
する。ここではプロセスP7の活動量（製造されたアルミ缶
の使用量に等しい。）を1とすれば、式（4.8）に示す境界
条件を示す部分行列AFが生成される。また境界ベクトル
は（0,…,0,1）Tとして設定される。（Tは転置行列を示す）
　得られた3つの部分行列AM、AR、AFを式（3.5.11）に従っ
て結合し、プロセス活動量ベクトルqと境界ベクトル を
含めたシステム全体のバランス式を式（4.9）に示す。
　作成した係数行列は正則であり逆行列を持つので、式

（4.9）を解いてプロセスの活動量ベクトルqを式（4.10）
のように得る。
　最終的には、このようにして求められるプロセスの活動
量ベクトルqと環境フローを表す行列Bを式（2.3）に代入
して、システム全体の環境負荷 を算出する。

5.  まとめ

　本研究では、マトリックス法によるLCIの実施を容易に
することを目的とし、グラフ理論を応用して正則な係数行
列を一意に構築する方法を提案した。分析対象とするシス
テムについて、新たに定義した5種類の基本要素のみを用
いて表現し直すことで、グラフ理論でいうところの頂点

（ノード）と辺（エッジ）で示される幾何学的図形へ抽象化
することを可能にした。このようなシステムの抽象化の利
点は、対象システムを構成するプロセスと財フローとの関
係性を単純な規則によって表現できることである。その結果、
対象システムを表現する係数行列を決まった手順に従って
一意に作成することが可能となった。ただし、本研究で提
案した係数行列の構築方法が有効となるのは、対象システ
ムを表す幾何学的図形が平面的グラフとなる場合である。
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　決まった手順で正則な係数行列を一意に構築できること
は、計算機により係数行列を自動的に求めることが容易な
ことを意味している。今後は、本研究で提案したアルゴリ
ズムを用いて、分析対象システムを構成するプロセスの入
出力データから係数行列を自動的に生成した上で、システ
ム全体の環境負荷を推計できるソフトウェアを構築する予
定である。ソフトウェア化することで、LCA実施者が係
数行列の構築に直接的に関与せず、決められたアルゴリズ
ムで機械的に作業が行われるため、マトリックス法を用い
たインベントリ分析が容易に実施できることが期待できる。
また、3.4の平面性問題によって明らかになった提案手法
の限界についても、対象システムを表す幾何学図形の平面
性に依存しない方法に拡張する予定である。

（平成20年4月28日受付、平成20年10月10日採択）
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( )T0.88 0.45, 0.23, 1.1, 0.90, 0.23, 0.22, 0.055, 0.11, 0.29, 0.23, 0.67, 0.2, 1.0, 1.0, 1.1, 1.5, 0.28, 0.38, ,46.0=q （4.10）
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記号説明（Notation）

A	 係数マトリクス
afij	 係数マトリクスAの部分行列AFの ij要素
AF	 係数マトリクスAの部分行列。境界条件を示す行列
amij	 係数マトリクスAの部分行列AMの ij要素
AM	� 係数マトリクスAの部分行列。プロセス間の財フ

ローバランス条件集合を示す行列
arij	 係数マトリクスAの部分行列ARの ij要素
AR	� 係数マトリクスAの部分行列。セレクションの分岐

条件を示す行列
B	 環境フローマトリクス
dG(v)	 グラフGの頂点vの次数
E(G)	 グラフGの辺集合
EPS(G)	�グラフGの辺集合E(G)のうち、一端がS(G)の元の

頂点に接続する辺集合（P-S間の財フローに対応す
る辺集合）

EPP(G)	�グラフGの辺集合E(G)のうち、両端がP(G)の元の
頂点に接続する辺集合（P-P間の財フローに対応す
る辺集合）

f(G)	 グラフGの面集合F(G)に属する元の数
F(G)	 グラフGの面集合
G	 グラフ
m(G)	� プロセス間の財フローバランス条件集合M(G)の元

の数
M(G)	� プロセス間の財フローバランス条件集合。集合

Ms(G)とMe(G)の和集合
Mi(G)	� プロセス間の財フローバランス条件集合M(G)の要

素
Me(G)	 2つのプロセス間のフローバランス条件式の集合
Ms(G)	� セレクションに接続する3つのプロセス間のフロー

バランス条件式の集合
p(G)	� プロセスを示す頂点集合P(G)に属する元の数
P(G)	� グラフGの頂点集合V(G)のうち、プロセスを示す

頂点集合
Pav	 プロセスPvの機能フロー係数
q	� 活 動 量 ベ ク ト ル、 ベ ク ト ル qの 要 素 は、
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(q1,q2,…,qv)
Tとなる。ただし、vはプロセス数を示す。

R2	 2次元ユークリッド平面
R3	 3次元ユークリッド空間
s(G)	 セレクションを示す頂点集合S(G)に属する元の数
S(G)	� グラフGの頂点集合V(G)のうち、セレクションを

示す頂点集合
v(G)	 グラフGの頂点集合V(G)に属する元の数
V(G)	 グラフGの頂点集合
	 境界ベクトル
	 最終環境負荷ベクトル
(G)	 グラフGの辺集合E(G)に属する元の数

G	 グラフGの接続関数


